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Introduction

Il ne s’agit pas ici de faire un cours de logique, mais plutot de donner une idée intuitive
de ce qu’est la logique mathématique, de préciser les regles de calculs et les différents modes
de raisonnement intervenant dans les démonstrations en mathématiques.

La logique s’intéresse d'une part aux regles de construction des phrases mathématiques
(la grammaire) et d’autre part, a la vérité de ces phrases.

Exemples
1.14+1=2

T
9. si <—>>2
S1n 2

Ces phrases mathématiques sont grammaticalement correctes. Elles ont un sens, mais si
ce que 'exemple 1. énonce est vrai, ce que I'exemple 2. énonce ne l'est pas.

On remarquera que le fait que I’énoncé 2. soit faux est relatif au fait que I'on a imposé,
dans la théorie des nombres, que 1 est plus petit que 2.

Toutes les vérités que 'on établit en mathématiques sont donc des vérités relatives et non
des vérités absolues: elles dépendent du choix des axiomes que 'on impose comme vrais.

Des phrases correctes du point de vue de la syntaxe, comme les exemples précédents,
sont appelées des propositions ou énonceés.

En général, on désigne les propositions par des lettres majuscules.

P: 1 < 2 est une proposition qui est vraie.

Quelquefois, apparaissent dans les énoncés des « lettres » indéterminées, comme le montre
I’exemple ci-dessous:

Q@ : x est un entier.

Cette proposition indéterminée devient déterminée si on donne une valeur a x. On la
note Q(z) au lieu de Q.

(Q(0) est une proposition vraie.

1 L
Q 3 est une proposition fausse.

Dans ce qui suit, on va étudier les regles permettant d’établir des vérités mathématiques
a l'aide de propositions.

1 Enoncés mathématiques

1.1 Quantificateurs

On considere les deux égalités suivantes:

(z+1)? = 2?2 +22+1 (1)
(x+1)7? = 2°+1 (2)

dans lesquelles la lettre x désigne un nombre réel.



L’égalité (1) est connue depuis longtemps comme une identité remarquable. On peut
constater que, pour n’importe quelle valeur du nombre réel x, I’égalité (1) est vérifiée. Dans
ce cas, on écrit :

« pour tout * € R, (z +1)? = 2%+ 2x + 1 ».
« Pour tout » est appelé le quantificateur universel.
On peut penser que I'égalité (2) est fausse. Et pourtant, pour x = 0, elle est vérifiée.
Peut-on alors dire que égalité (2) est vraie? Non, car pour z = 1, elle ne I'est pas. Pour
fabriquer une phrase vraie, il faut compléter I’égalité (2) par:

« il existe x € R tel que (z +1)2 =22+ 1 ».
« 11 existe » est appelé le quantificateur existentiel.

Remarque Si l'on revient a I’égalité (1), on peut constater que
«ilexiste v €R, (z+1)2=2>+2x+1»
est aussi une phrase vraie (elle est vérifiée pour z = 1, par exemple).

Exercice On considere deux points distincts A et B du plan. Parmi les phrases suivantes,
lesquelles sont vraies?

Pour tout point M du plan, AM + MB = AB.

Il existe un point M du plan tel que AM + MB = AB.
Pour tout point M du plan, AM + M B = AB.

Il existe un point M du plan tel que AM + MB = AB.
Pour tout point M du plan, AM = MB.

Il existe un point M du plan tel que AM = MB.

Pour tout point M du plan, AM = MB.

Il existe un point M du plan tel que AM = M B.

Pour tout point M du plan, AM + M B > AB.

Il existe un point M du plan tel que AM + MB > AB.
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11. Pour tout point M du plan, AM+MB=T7.
12. 1II existe un point M du plan tel que AM +MB=1.
Solution

1. C’est vrai. On reconnait la relation de Chasles.
2. Automatiquement vraie, puisque 1. est vraie.

3. fausse: sur le dess]%/r[l, AMy + MyB > AB.
0

A B
4. Vraie: le point M, ci-dessous convient. En fait, tout point du segment [AB] convient.
My
A * B



5. Fausse.

A B

6. Vraie: le milieu / du segment [AB] convient. En fait, seul le point I convient.
7. Fausse.

8. Vraie: le milieu I du segment [AB] convient. En fait, tout point de la médiatrice
convient.

9. Vraie: inégalité triangulaire.
10. Automatiquement vraie, puisque 9. est vraie.
11. et 12. Manifestement fausses. S’il existait un tel point My, on aurait, d’apres la relation

de Chasles
ce qui donnerait AB = 0. Or Aet B sont distincts.

1.2 Ordre des quantificateurs

On considere une fonction f définie sur R. On veut traduire par une phrase mathématique
le fait que cette fonction est constante sur R.

L’énoncé « pour tout x € R, f(x) = ¢ » ne convient pas puisque ¢ n’est pas défini. Pour
introduire ¢, on dit souvent :

« pour tout € R, f(x) = ¢ ou ¢ est un réel donné ».

Mais il est préférable d’utiliser le quantificateur existentiel. Considérons par exemple la
phrase:

« pour tout x € R, il existe ¢ € R tel que f(z) = ¢ ». (3)

Cette phrase signifie-t-elle que la fonction f est constante sur R? Non! Cette phrase est
vérifiée par toute fonction définie sur R.

Montrons, par exemple, que la fonction carré ne vérifie pas la phrase (3).

f:R — R

.I'P—>ZL'2.

Pour chaque valeur de z, on peut prendre ¢ = 2. Par exemple,
pour x = 2, on trouve ¢ = 4;
pour x = 3, on trouve ¢ = 9.

La phrase (3) est vérifiée. Pourtant f n’est pas constante. La valeur de ¢ change
avec celle de z. En fait, ¢ dépend de .

Il faut introduire ¢ avant x pour que ¢ ne dépende pas de x. C’est pourquoi, pour traduire
qu'une fonction f est constante sur R, on écrira:

« il existe ¢ € R tel que pour tout z € R, f(z) = ¢ ». (4)



Conclusion Dans une phrase mathématique 1’ordre des quantificateurs est important.
Une exception toutefois: lorsque les deux quantificateurs se suivent et sont identiques,
I'ordre dans lequel on les écrit n’a pas d’importance.

Exemple « Il existe 7 € R et il existe y € R tels que 22 + 3> = 1 » et « [l existe y € R et
il existe € R tels que 22 + y?> = 1 » sont les mémes phrases.

Exercices : 1 et 2 p. 33.

1.3 Négation

Premier exemple Considérons I’énoncé

P: « Il existe £ €R tel que 22 + 24+ 1 =0 ».

Cette phrase veut dire que I’équation 22 + x + 1 = 0 a une solution (au moins) dans R.

En fait, aucun nombre réel n’est solution de cette équation car le discriminant est stric-
tement négatif. Ceci se traduit par I’énoncé suivant, qui utilise les quantificateurs vus pré-
cédemment :

« Pour tout z € R, 22 + 2 +1# 0 ».
Ce nouvel énoncé est appelé la négation de P et on le note non-P.
Dans cet exemple, P est faux et non-P est vrai.

Autre exemple On considere I’énoncé

P: <<pourt0uta:€Ri,x+éZ3».

Cet énoncé est faux parce que 'on peut trouver au moins un nombre zy € R tel que
zo + 1 < 3 (par exemple zg = 1).

Laic %égation de P est donc

non-P: « il existe z € R} tel que, x + i < 3 ».

non-P est vrai.

1
Remarque L’énoncé « pour tout x € R, r + — < 3 » n’est pas la négation de P.
x

Regle 1 |Etant donnée une propriété () qui peut étre vérifiée par des éléments x d'un
ensemble A, la négation de

P: « il existe x € A tel que x vérifie la propriété @ »
est
non-P: « pour tout x € A, x ne vérifie pas la propriété Q) ».

Regle 2 |Etant donnée une propriété () qui peut étre vérifiée par des éléments x d'un
ensemble A, la négation de

P « pour tout x € A, x vérifie la propriété @) »
est
non-P : « il existe © € A tel que x ne vérifie pas la propriété @ ».




Exercice On considere une fonction f définie sur R et les deux énoncés:
P: la fonction f est nulle;
non-P: la fonction f n’est pas nulle.

Parmi les réponses suivantes, reconnaitre P et non-P :

fa) = 0.
fx) £0.

Il existe x € R tel que f(x) = 0.
Il existe x € R tel que f(z) # 0
Pour tout x € R, f(z) = 0.
Pour tout x € R, f(z) # 0.

A e

Réponses P:5;non-P: 4.

1.4 Le et et le ou

Etant donné un nombre réel x, considérons les énoncés suivants:
P: « 22> 1 ».
Q: «x <0 »

On s’intéresse d’une part a ’énoncé
«x?>1letax<0»
et d’autre part a I’énoncé

«z2>1oux <0 ».

Prenons quelques exemples et considérons le tableau suivant, dans lequel V signifie vrai
et F signifie faux.

T 22>1le<0|22>letx<0|22>1oux<0
-5 Vv \% Vv \Y%

V3 \% F F \%
-0,8 F A% F Vv

§ F F F F
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Plus généralement :
I'énoncé (P et @) correspond a la table | 'énoncé (P ou @) correspond a la table
suivante suivante

PlQ|PetQ P|Q|Pou@
VIV \Y% VIV \Y
VIF F VI|F \Y
F|V F F|V \Y
F|F F F|F F

Ainsi, 'énoncé (P et Q) est vrai lorsque | Ainsi, I’énoncé (P ou Q) est vrai lorsque
P est vrai et @) est vrai et seulement dans | I'un des trois cas suivants est réalisé:

ce cas. _ '
— P est vrai et () est vrai;

— P est vrai et () est faux;
— P est faux et () est vrai.

(P et Q) est faux des que I'un est faux. (P ou Q) est faux lorsque P est faux et Q)
est faux et seulement dans ce cas.

Remarque 1 On remarque que si P et ) sont vrais, alors (P ou @) est vrai. Dans la vie
courante, le ou n’a pas forcément la méme signification. Ainsi, au restaurant, « fromage ou
dessert » exclut de prendre les deux!

Remarque 2 Dans certaines phrases mathématiques, le ou est caché. Par exemple, pour
x € R, I'écriture z > 1 signifie« z > 1 ouxz =1 ».
Ainsi,
5> 1est vrai car 5 > 1;
1>1estvraicar 1 =1.

Exemple A, B, C' et D étant des points deux a deux distincts du plan, on considere les
énoncés P: « (AB) est parallele a (CD) » et Q: « (AD) est parallele a (BC') ».
(P et Q) est vrai dans le cas ou ABC'D est un parallélogramme et seulement dans ce cas.
(P ou Q) est vrai dans les trois situations suivantes :

1. (AB) parallele a (CD); (AD) parallele a (BC')

2. (AB) parallele a (CD); (AD) non parallele a (BC)

3. (AB) non parallele a (CD); (AD) parallele a (BC')

(P ou Q) est vrai lorsque ABC'D est un trapeze (on rappelle qu'un parallélogramme est
un trapeze particulier).

Négation Dans I'exemple pécédent, I’énoncé (P ou @) correspond a: « ABCD est un
trapeze ». Sa négation correspond donc a: « ABCD n’est pas un trapeze ».

ABCD n’est pas un trapeze signifie que:

— ni (AB) n’est parallele a (CD), ni (AD) n’est parallele a (BC');

— P est faux et () est faux;



~ ((non-P) et (non-Q)) est vrai.
Finalement, la négation de I’énoncé (P ou Q) correspond & 1’énoncé ((non-P) et (non-Q)).
De maniere générale, prouvons que la négation de I’énoncé (P ou Q) est I’énoncé
non- et (non- en comparant les tables:
P) et Q 1 bl

P|Q|Pou® |non-(Pou@) || P|Q|non-P | non-Q | (non-P) et (non-Q)
VIV Vv F VIV F F F
VI F \Y F VIF F \Y% F
FlV \Y F FlV \Y F F
F|F F \Y F|F \Y \Y \Y

De maniere analogue, prouvons que la négation de ’énoncé (P et Q) est I’énoncé
((non-P) ou (non-Q)) en comparant les tables:

P et @ | non-(P et Q) non-P | non-@ | (non-P) ou (non-Q)

| | < <| Y
| <| | <O
M| | | <
< <<=
| | < <| g
| <| | <O
<| <| ==
< H|<| =
<l <| <=

On retiendra que:
Iénoncé non-(P et Q) est 1'énoncé ((non-P) ou (non-Q));
I’énoncé non-(P ou Q) est I'énoncé ((non-P) et (non-Q)).

Exercices : 3 a6 p. 34.

2 Implication

2.1 Introduction

On sait que:
tout entier naturel multiple de 6 est multiple de 3.
On peut aussi le formuler de la maniere suivante :
pour tout n € N, si n est multiple de 6, alors n est multiple de 3
ou encore
dans N, (« étre multiple de 6 » implique « étre multiple de 3 »).

Construisons le tableau suivant, dans lequel V signifie vrai et F signifie faux.

n || (multiple de 6) | (multiple de 3)
12 \Y \Y4
9 F \Y
) F F
? \Y F




On constate facilement qu’il n’est pas possible de trouver une valeur du nombre n conve-
nant pour la derniere ligne.
Nous avons trouvé trois énoncés vrais en mathématiques:

« 12 est multiple de 6 » implique « 12 est multiple de 3 »;
« 9 est multiple de 6 » implique « 9 est multiple de 3 »;
« 5 est multiple de 6 » implique « 5 est multiple de 3 ».

Les deux derniers sont bien vrais, contrairement a ce que 'intuition pourrait laisser penser.

2.2 Généralisons

Dans le cadre mathématique, P et () étant des énoncés, on dit que P implique () lorsque
I'un des trois cas suivants est réalisé :

1. P vraiet @ vrai;
2. P faux et Q) vrai;
3. P faux et @) faux.

La table suivante définit un nouvel énoncé, noté (P = Q) et appelé implication.

P|Q|P=Q
VIV A%
VIF F
F |V Vv
F|F Vv

L’implication (P = @) est fausse dans un seul cas, celui de la deuxieme ligne: le cas
ou P est vrai et ) faux. C’est le seul cas ou I’énoncé (P et (non @)) est vrai. On en déduit
que I'implication (P = Q) est la négation de (P et (non @)). Autrement dit :

I'implication (P == Q) signifie ((non P) ou Q).

2.3 Une premiere méthode pour démontrer une implication

Remarque D’apres le tableau ci-dessus, I'implication est de toute facon vraie lorsque P est
faux. Une premiére méthode pour démontrer I'implication (P = @) est donc d’envisager
seulement le cas ou P est vrai. On commence la démonstration en supposant que P est vrai
et on doit aboutir au fait que () est vrai.

Exemple On considere la fonction

f'R — C

r — x’ 4.
On veut montrer que pour tous éléments x et 2’ de R, on a 'implication

fl@) = f(@') =z =2
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’ Rédaction

Commentaires

|

Soient © € R, 2’ € R.

Démontrons 'implication

()

Supposons que f(z) = f(z') et montrons
que x = x’.

f(2') =z =2

D’apres 'hypothese f(z) = f(2), on a
22+ iz = 2% + i,

avec 22, 2%, x et 2’ réels.

Les nombres complexes étant égaux, leurs

parties imaginaires sont égales, donc on
obtient

2

r=a

On veut démontrer I'implication pour tout
x et 2’ de R, il faut donc commencer par
prendre deux éléments quelconques de R.

Comme l'indique la remarque précédente,
le cas f(x) # f(2') ne nous intéresse pas,
I'implication est alors vraie. Dans ce cas,
il n’y a donc rien a démontrer, tout est ga-
gné d’avance. On se place alors seulement

dans le cas f(x) = f(2).

2.4 Une autre méthode: utilisation de la contraposée

Reprenons la table de vérité de I'implication (P = @)

P—=qQ

< <]l
< <O

<<m<]

On remarque que 'implication est de toute facon vraie lorsque @) est vrai. Une seconde
méthode pour démontrer I'implication (P = @) est donc d’envisager seulement le cas ou

@ est faux. On doit aboutir au fait que P est faux.

Autrement dit, démontrer I'implication (P = (@) revient & démontrer I'implication
((non @) = (non P)). On dit que 'implication ((non )) = (non P)) est la contraposée

de I'implication (P = Q).

Par exemple, la contraposée de 'implication (f(x)

(x # o' = f(z) # f(a)).

Exemple
« n? est pair » => « n est pair ».

Démontrer que pour tout n € N, on a 'implication

11

f(z") = = = ') est I'implication



’ Rédaction Commentaires

Soit n € N. On veut démontrer 'implication pour tout
n de N, il faut donc commencer par
prendre un élément quelconque de N.

Démontrer I'implication La démonstration de la contraposée
semble plus simple que celle de 'implica-
«n? est pair » => « n est pair » tion demandée, qui fait appel & des théo-

L ) remes d’arithmétique.
revient a démontrer sa contraposée :

« n est impair » = « n? est impair ».

Supposons que n est impair. Le cas ou n est pair ne nous intéresse pas,
I'implication est alors vraie. Dans ce cas,
il n’y a donc rien a démontrer, tout est ga-
gné d’avance. On se place alors seulement

dans le cas ou n est impair.
Il existe k € N tel que n =2k + 1.

On a donc I1 suffit de développer pour voir apparaitre
le résultat. On n’utilise aucun théoreme
n? = (2k + 1)? d’arithmétique.
4k* + 4k + 1

= 2(2k* +2k) +1

On pose k' = 2k? + 2k,
or k€ Ndonc k' € Net

n® =2k +1

donc n? est impair.

2.5 Condition nécessaire, condition suffisante

L’énoncé (P — () n’est faux que lorsque P est vrai et @) est faux. L’implication
(P = () est vraie dans tous les autres cas.

Cela conduit a d’autres formulations de I'implication (P = Q):
— P implique @Q;

— si P est vrai, alors () est vrai;

pour que @ soit vrai, il est suffisant que P soit vrai (ou encore il suffit que P soit vrai) ;

pour que P soit vrai, il est nécessaire que () soit vrai (ou encore il faut que @ soit
vrai).

Ainsi, lorsque I"énoncé (P = Q) est vrai:

— P est une condition suffisante pour @ ;

— (@ est une condition nécessaire de P.

12



Exemple Dans 'espace euclidien orienté E, on sait que si deux vecteurs sont colinéaires,
leur produit vectoriel est nul. L’implication suivante est vraie:

(AB = 20D) — (ABACD - 7).

Autrement dit:
— <1@ = 2@) est une condition suffisante pour que (1@ ACD = U)) ;

— (@ ACD = U)) est une condition nécessaire pour que (1@ = 2@)

Remarque (/ﬁ = 2@) n’est pas une condition nécessaire pour que <1@ ACD = ﬁ)
En effet, 'implication <1@ ANCD = ﬁ) = (A—B> = 2@) est fausse.

Exercices : 7 et 8 p. 34.

3 Equivalence

3.1 Définition

Définition |On dit que les énoncés P et ) sont équivalents si les implications (P = Q)
et () = P) sont toutes les deux vraies.
On note (P < Q).

Table de vérité de I’équivalence Reprenons les tables de vérité des implications :

P=—Q|Q=P

oo < <)o
H < o <O
< < /g <
<0< <

L’équivalence (P <= (@) est vraie chaque fois que les implications (P — Q) et
(Q = P) sont toutes les deux vraies. Il suffit donc de retenir les lignes dans lesquelles
on trouve deux V dans les deux dernieres colonnes. On obtient le tableau suivant :

P|Q| P<<=Q
V|V \Y%
V| F F
F|V F
F|F \%

On voit alors que I’équivalence (P <= @) est vraie lorsque P et ) sont tous les deux
vrais ou tous les deux faux.

13



3.2 Démonstration d’équivalence par implications
3.2.1 Par double implication

D’apres la définition précédente, pour montrer I’équivalence (P <= (), on peut montrer
les deux implications (P = Q) et (Q = P).

Exemple Soient a,b,c des nombres réels, a # 0. Montrons 1’équivalence des deux énoncés
suivants :

P: ax® + bx + c a deux racines réelles non nulles de signes contraires ;

Q: ac<O0.

’ Rédaction Commentaires ‘
— Démontrons (P = Q). On a vu au paragraphe 2.3 que pour mon-
Supposons donc P. trer 'implication (P = @), on peut sup-
Notons x7 et x5 les deux racines réelles du | poser que P est vrai et montrer que () ’est
polynome az? + bx + c. aussi.

On sait que
c
1Ty = —.
a
On a donc

a2x1x2 = ac.

Les nombres réels non nuls x; et xo étant
de signes contraires, leur produit xxs est
strictement négatif.

a® > 0, on en déduit que On a bien obtenu Q).

a’x w5 < 0, c’est & dire ac < 0.

— Démontrons (QQ = P). On a établi I'implication (P = @). 1l
Supposons ), c’est a dire ac < 0. reste a démontrer I'implication (@ = P)

pour avoir I'équivalence. On suit le méme
schéma : on suppose () et on montre P.

A =b* — dac
or b> > 0 et ac < 0 donc —4ac > 0, d’on

A > 0.

Donc ax? + bz + ¢ admet deux racines
réelles distinctes x; et a.

14



Pour démontrer que deux nombres sont
non nuls et de signes contraires, on peut
démontrer que leur produit est stricte-
ment négatif :

c ac

T1T9 = — = -

a a
Or ac < 0 dout z122 < 0. Donc x; et
2o sont des nombres non nuls et de signes
contraires.

3.2.2 Astuce lorsqu’il y a plus de deux énoncés

On veut établir les équivalences (P <= Q), (Q <= R) et (R <= P). D’apres ce qui
précede, il faudrait démontrer six implications !

En fait, trois suffisent: (P = @), (@ = R) et (R = P), comme le montre l’exemple
sulvant.

Exemple Soient A, B et I des points du plan. Montrons ’équivalence des énoncés :
P:TA+IBE=T10 ;
() : pour tout point M du plan, MA +MB = QW;
R: il existe un point M, du plan tel que, MyA + MyB = 2M,1.

Démonstration
— Montrons d’abord I’implication (P = @)). On suppose P:

TA+TB=10.

Soit M un point quelconque du plan. On
utilise la relation de Chasles:

IM+MA+IM+MB = 0
MA+MB = 2MI.

— Montrons ’implication ((Q = R). Supposons (). Donc pour tout point M,

MA+ MB = 2MT1.

On choisit alors un point M,. On a alors:

M()A -+ M[)B - 2MOI
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— Montrons enfin I'implication (R = P). Supposons R. Il existe donc M, tel que
MyA + MyB = 2Myl. D’apres la relation
de Chasles:

Myl +TA+ Myl +1B = 2M,l
TA+TB = 0.

Commentaire Des implications (@ = R) et (R = P), on déduit l'implication
(Q = P). Et comme on a établi I'implication (P = (@), on obtient ’équivalence
(P <= Q). Les deux autres équivalences se déduisent de la méme maniere.

3.3 Equivalences successives

On veut démontrer I’équivalence (P <= Q).
Remarquons d’abord que si les équivalences (P <= R) et (R <= )sont vraies, alors
I'équivalence (P <= @) est vraie.

Exemple Soient A, B et C des points deux a deux distincts du plan complexe, d’affixes
respectives a, b et c.
On se propose de démontrer que les énoncés suivants sont équivalents :

P le triangle ABC' est rectangle en A;

c—a
Q: b—a

est un nombre imaginaire pur.

Rédaction La propriété P signifie que I'angle BAC est droit.
La propriété P est donc équivalente a la propriété R :

(E,/ﬁ) == [27] ou (/ﬁ,@) S [27].
2 2
Or (%@) ,A—d> est un argument du nombre complexe z_ ¢

Donc la propriété R est équivalente a la propriété S':

c—a 7r c—a m
arg (b—a) =5 [27] ou arg (b—a) =3 [27].

7 N ™ m .
Or, un nombre complexe non nul a un argument égal a 5 ou —5 modulo 27 si et

seulement si il est imaginaire pur.
Donc la propriété S est équivalente a la propriété @ :
c—a
b—a
Finalement, on a établi par équivalences successives que P est équivalent a ().

est un nombre imaginaire pur.

Commentaire Pour faire la démonstration, on est amené a trouver des propriétés inter-
médiaires (R et S dans cet exemple) qui permettent une démonstration par équivalences
successives.
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4 Ensembles

4.1 Intersection

Définition |A et B étant deux ensembles, ’ensemble des éléments qui appartiennent a la
fois a A et & B se note AN B.
On l'appelle 'intersection de A et de B. AN B se lit « A inter B ».

ANB

Exemple
[—8; 5[NN = {0; 1;2; 3; 4}.

Comment démontrer appartenance a une intersection?

Exemple Le plan étant muni d’'un repere orthonormal, on considere le cercle C de centre
A(1,5) et de rayon v/2 et la parabole P d’équation y = 2.
Montrer que le point B(2,4) est élément de l'intersection C N P.

|

Rédaction Commentaires ‘

Pour prouver que le point B est sur le | On doit vérifier que B € C.
cercle, il suffit de montrer que AB? = 2.

Or

AB* = (2-1)%+(4—-5)?
= 2

donc B € C.
D’autre part, les coordonnées de B véri- | Il faut aussi vérifier que B € P.

fient 1’équation y = 22, donc B € P.
Finalement, B € CN P.

Remarque De la définition de I'intersection, il résulte que AN B = BN A.

Cas particuliers Dans le cas ou A est un sous-ensemble d’'un ensemble E':

—ANO=10
-~ ANA=A
- ANE=A

Définition On dit que les ensembles A et B sont disjoints si AN B = ().
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4.2 Réunion

Définition |A et B étant deux ensembles, ’ensemble des éléments qui appartiennent a A
ou & B se note AU B. On 'appelle la réunion de A et de B.
AU B se lit « A union B ».

« étre élément de AU B » signifie « étre élément de A ou étre élément de B »
On remarque, d’apres la définition, que AU B = BU A.

Exemple

=5
=
N

L m[U[=15e] = [~ 1; 7.

Comment démontrer ’appartenance a une réunion? Exemple: reprenons ’exemple
du cercle et de la parabole du 4.1. Démontrons que les points C'(0,6) et D(—1,1) appar-
tiennent a la réunion C U P.

Rédaction Regardons si le point C' appartient au cercle C:
AC? =2

donc C' appartient au cercle, donc il appartient a la réunion C U P.
On cherche également si D appartient a C:

AD?* = (1—(-1))*+(5—-1)*=20
donc D n’appartient pas au cercle. On cherche s’il appartient a P:
(—1?=1

donc D appartient a P, donc D appartient a la réunion C U P.
Cet exemple nous indique la marche a suivre pour démontrer qu'un élément x appartient
a AU B. On distingue deux cas:

— ¢i x appartient & A, alors x appartient a AU B ;

— sinon, x n’appartient pas a A. Dans ce cas, pour prouver que x appartient a AU B, on
montre que x appartient a B

C’est un premier exemple de raisonnement par disjonction de cas, qui sera approfondi au
5.2.

Cas particuliers Etant donné un sous-ensemble A d'un ensemble E,

- AUud=A
- AUE=F
-~ AUA=A
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4.3 Complémentation

Définition |Deux sous-ensembles A et B d’un ensemble F sont complémentaires si leur
réunion est I'ensemble E et leur intersection I’ensemble vide.

On note A = LB et on dit que A est le complémentaire de B dans E. De
méme, on note B = CpA et on dit que B est le complémentaire de A dans F.

« Btre élément de CpA » signifie donc « appartenir a E et ne pas étre élément de A ».
Pour tout = € E, on a 'équivalence (z € CpA) <= (z € A).

Remarque Pour tout élément = de E, deux cas se présentent :
~zeAetzglpA.
~xclgAetz g A

E

™

Remarque (p (EEA) = A.
A=CpB < B=_C[zA.

Exemple On considere I'ensemble E des cartes d’un jeu de 32 cartes, R ’ensemble des
cartes rouges, C' I'’ensemble des coeurs, K ’ensemble de carreaux, T' I’ensemble des trefles et
P ’ensemble des piques.
CxR est alors 'ensemble des cartes noires et 0gC' = P U K U T, tandis que CrC = K.
C£C (complémentaire de C' dans E) et (zrC' (complémentaire de C' dans R) ne désignent
pas le méme ensemble. Toutefois, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur ’ensemble de référence,
on peut noter A le complémentaire de A dans cet ensemble de référence.

Reégle Soit F un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E.

I
5N
il

ANB U

|
|
o/

AUB N

Démonstration Soit z € E.
On note P I'énoncé « xz € A » et Q) 'énoncé « x € B ».
(non P) est alors I'énoncé « x & A », c’est-a-dire 'énoncé « x € A ».
On a l'équivalence (non(P et Q))) <= ((non P) ou (non @Q)), ce qui donne

I
N
o

NB U

A
De méme I’équivalence (non(P ou @)) <= ((non P) et (non ))) montre que

Il
|
=

AUB N



4.4 Partition d’un ensemble

Soit F un ensemble non vide.

Définition |Réaliser une partition de l’ensemble E, c’est se donner des sous-ensembles
Aq,...,A, de E vérifiant les trois conditions:

1. Pour chaque i € {1,...,n}, A; # 0.
2. Pour chaque i € {1,...,n} et j € {1,...,n} tels que i # j, A, NA; =0.
3. AAiUAU---UA, =F.

Remarques

1. Des sous-ensembles de F vérifiant la condition 3. forment un recouvrement de F.

2. Une partition de F est donc constituée de sous-ensembles non vides de E, deux a deux
disjoints et constituant un recouvrement de F.

3. Chaque élément x de F appartient a un et un seul des sous-ensembles formant la
partition.

4. Soit A un sous-ensemble de E, non vide et distinct de E. Alors A et [z A forment une
partition de E.

E
Exemple 1.
E=R
Ay =] = oo; —4]
Ay = [—4;2]
Az =]2;100]
Ay =]100; +o0]

Ces sous-ensembles de R sont tous non vides, ils sont deux a deux disjoints et
AjUASUA3U AL =R

Ay, As, Az, Ay forment donc une partition de R.

7.7

Exemple 2. Dans le plan muni d’un repere (0, i , j ), on considére les sous-ensembles

Ay ={M(zy)/2z+ 3y — 1 > 0}

Ay ={M(zy)/2z+ 3y — 1 =0}
Az ={M(z,y)/22 + 3y — 1 < 0}

Ay, Ay, Az forment une partition du plan.
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Exemple 3. R, et R_ forment un recouvrement de R mais ne forment pas une partition
de R. En effet, ils ne sont pas disjoints puisque 0 appartient a la fois a R, et a R_.

4.5 Produit cartésien

Soient A et B deux ensembles. Si a est un élément de A et b un élément de B, on note
(a,b) le couple ayant a pour premier élément et b pour second élément.

Cet ordre a une importance, en effet :

— d’une part, il ne faut pas confondre le couple (a,b) et I'ensemble {a;b}. Par exemple,
les points du plan de coordonnées (0,1) et (1,0) sont distincts, ce qui montre que les
couples (0,1) et (1,0) ne sont pas égaux. En revanche, les ensembles {0;1} et {1;0}
sont égaux ;

— d’autre part, on a I’équivalence

(a,b) = (d' V)<= (a=d et b=1"V).

Définition |L’ensemble des couples formés d’un premier élément pris dans A et d’'un se-
cond élément pris dans B s’appelle le produit cartésien de I’ensemble A par
I’ensemble B. On le note A x B.

Ax B={(ab);ac Abec B}

Exemple 1. Sion prend A = {0;1} et B = {x;y}, alors
Ax B ={(02);(Lz); (0,y); (Ly)} .

Exemple 2. Sion prend A =[0,2] et B =[—1,1], alors:

B x A

0 2
Ax B

On déduit de cet exemple que:

— Lorsque le couple (a,b) appartient a A x B, il se peut que le couple (b,a) n’y appartienne
pas.

— Dans la plupart des cas, A x B # B x A.

Cas particulier Si A = B = R, on obtient le produit cartésien R xR, noté R?, ensemble des
couples de nombres réels (z,y). On utilisera de méme la notation R* pour désigner I’ensemble
R X R x R des triplets de nombres réels (z,y,z).
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4.6 Inclusion

Définition |Soient A et B sont deux ensembles. On dit que A est contenu dans B (ou que
A est inclus dans B) et on écrit A C B lorsque tout élément de A est aussi
élément de B.

Cela signifie qu’il est impossible de trouver un élément de A qui ne soit pas un élément
de B. Le cas ou « étre élement de A » est vrai et « étre élément de B » est faux ne peut se
produire.

D’apres ce que nous avons vu sur 'implication, cela signifie que

« étre élément de A » implique « étre élément de B ».

Comment démontrer une inclusion? Exemple: soit E ’ensemble des points M du plan
complexe dont I'affize z vérifie 2!° = 1 et I le cercle de centre O et de rayon 1. Démontrer
que £ CT.

’ Rédaction Commentaires ‘
Soit M un point quelconque appartenant | On veut démontrer que tout point M de
a k. E appartient a I'. Il faut donc commen-

cer par prendre un point M quelconque et
supposer qu’il appartient a FE.

M € E, donc 2% =1, donc || = 1. Or
|21%] = |2|", donc [z|* = 1 et |z| étant
réel, on en déduit que |z| = 1, ce qui si-
gnifie que M € T'.

Exemples remarquables
— Tout ensemble A vérifie A C A. En effet, pour tout x € A, z € A.
— A et B étant deux parties d'un ensemble F, on a:
ANBCA;
ANBC B;
ACAUB,
BCAUB.

Comment démontrer une égalité de deux ensembles? Deux ensembles sont égaux
si et seulement si ils ont les mémes éléments.
Si A C B, tous les éléments de A sont éléments de B.
Si B C A, tous les éléments de B sont éléments de A.
Pour montrer que A = B, on montre la double inclusion A C B et B C A. ‘

Exemple Démontrer que les fonctions f dérivables sur R vérifiant la propriété
P: pour tout z € R, pour tout y € R, f(z +y) = f(z) + f(y)
sont les fonctions linéaires.
On note E l'ensemble des fonctions dérivables sur R vérifiant la propriété P et F' l’en-
semble des fonctions linéaires. Il s’agit de montrer que £ = F.
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Rédaction

Commentaires

|

Soit f une fonction linéaire. Il existe un
réel k tel que, pour tout x € R, f(z) = k.

Soient = et y deux réels.

flz+y) = k(z+y) = ke+ky = f(2)+f(y)

donc f vérifie la propriété P. D’autre part,
f est dérivable sur R, donc f € F.

On va d’abord montrer que F C E. Pour
cela, on prend un élément quelconque de
F et on démontre qu’il appartient a F.

Réciproquement, soit f une fonction déri-
vable sur R vérifiant la propriété P.

En remplacant x et y par 0, on obtient
f£(0) = 0. Posons k = f(0).
Soit x € R.

o) — 1 L) = @)

h—0 h
or f(x+h) = f(x)+ f(h), donc
f(x) + f(h) — f(z)
h

f(h)

f'(z) = lim

h—0

= lim=

S04 - 5O
50 h

= f'(0)

— k

f est la primitive sur R qui s’annule en
0 d’une fonction constante donc f est li-
néaire.

5 Mise en ceuvre de différentes formes de raisonne-

ments

On montre maintenant que £ C F. Pour
cela, on prend un élément quelconque de
E et on démontre qu’il appartient a F'.

5.1 Raisonnement par ’absurde

On veut démontrer un énoncé P. Le raisonnement par 1’absurde consiste a supposer que
I’énoncé P est faux et a aboutir a une contradiction, c¢’est a dire a un énoncé manifestement

faux. On conclut alors que P est vrai.

Exemple

Prouver que log 2 est irrationnel, ou log est la fonction logarithme décimal.

Supposons que log 2 est rationnel. Alors il existe p et ¢ entiers relatifs tels que

log2 = ]—). Comme on a 0 < log2 < 1, on peut choisir p et g tels que 0 < p < q.
q
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On a les égalités suivantes:

log2 =

3

log2 = ]—?log 10 car log10 =1
q

qlog2 = plogl0
log2? = log10”

29 = 10°
29 = 2PHP
D

Or ¢ — p > 0 donc 2977 est un entier pair. 57, qui lui est égal, serait donc un entier pair,
ce qui est manifestement faux. On en déduit que ’hypothese log 2 est rationnel est fausse.
On conclut alors que log 2 est irrationnel.

5.2 Raisonnement par disjonction de cas

Nous allons commencer par trois exemples pour illustrer ce type de raisonnement.

Exemple 1. Résoudre dans R 1’équation

|z — 1| + |2z — 3| = 6.

On rappelle que |z| =z siz > 0et |z| = —z siz <0.
En utilisant le résultat précédent, on peut compléter le tableau suivant :
T —00 1 1,5 +00
|22 — 3| —2x+3 —2x +3 20 — 3
|z — 1] —z+1 x—1 r—1
|22 — 3| + |z — 1| —3z+4 —z+2 3x—4

Au lieu de travailler directement sur R, on va scinder 1’étude en trois parties: |—oo; 1],

3 e
1; 3 et 5; +00|. On est amené a trois résolutions :

2
— Résoudre dans |—o0; 1] I'équation —3x + 4 = 6. On obtient x = —3 qui est bien dans

l'intervalle |—oo; 1].

3
— Résoudre dans } 1; 5} I’équation —x 4+ 2 = 6. On obtient x = —4. Mais —4 ne convient
3
pas car il n’appartient pas a l'intervalle } 1; 5] :
, 3 s . : 10 . .
— Résoudre dans 5; +oo| I'équation 3x — 4 = 6. On obtient x = 3 qui est bien dans

3
I'intervalle ] 5 +00 [
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L’ensemble des solutions de ’équation est formé des différentes solutions obtenues aux

trois cas, ce qui donne
2 10
S=<9—-=1—=¢.
sl

On dit alors qu’on a raisonné par disjonction de cas. On a décomposé R en une réunion
d’intervalles et on a cherché les solutions sur chacun de ces intervalles.

Exemple 2. Résoudre dans R I'inéquation

V22 +1>2x — 4.

Remarquons que, quelque soit z € R, 22241 > 0. On en déduit que v/222 + 1 est toujours
défini.

Au lieu de travailler directement sur R, on va scinder I’étude en deux parties, selon le
signe de 2x — 4.

Premier cas: =z < 2.

Alors 2z — 4 < 0. L’inéquation est vérifiée puisque v2x2+1 > 0. Tout élément de
'intervalle | — oo; 2 est solution.

Second cas: x > 2.

Les deux membres de I'inéquation sont positifs. La fonction carré étant strictement crois-
sante sur R, on en déduit que 'inéquation est équivalente a

2
( 922 + 1) > (22 — 4)2
ce qui, apres simplification, donne
—22% + 162 — 15 > 0.

16 — /136 16 + /136 [

Cette inéquation est vérifiée pour x dans 1 1

16 — /136 16 4 /136
= L08er ——

~ 6,91. Le domaine d’étude étant [2; +o00[, on en déduit

16 + V136
1 .

les solutions de 'inéquation initiale sur [2; +00[: ce sont les éléments de |2;

Finalement, ’ensemble des solutions de I'inéquation est la réunion des intervalles trouvés
dans les deux cas, ce qui donne

S:]_m‘16+@[_]_ '8+\/3_4[
R el

Exemple 3. Soit a un entier relatif. Démontrer que a(a® — 1) est un multiple de 3. Nous
raisonnerons a nouveau par disjonction de cas, selon le reste r de la division (dite euclidienne)
de a par 3.

Premier cas: r = 0.

Il existe un entier relatif k£ tel que a = 3k. Donc a(a® — 1) = 3[k(9k* — 1)].
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Deuxieme cas: r = 1.
Il existe un entier relatif k tel que a = 3k + 1. Alors

a(a®> —1) = (3k+1)(9k* + 6k)
= 3(3k + 1)(3K* + 2k).

Troisieme cas: r = 2.
Il existe un entier relatif k tel que a = 3k + 2. Alors

a(@®>—1) = (3k+2)(9%* + 12k + 3)
= 3(3k +2)(3K* + 4k + 1).

Dans chacun des trois cas, il existe un entier relatif &’ tel que a(a? — 1) = 3k’. On a donc
démontré, dans les trois cas, que a(a? — 1) est un multiple de 3.

Définition |Raisonner par disjonction de cas sur un ensemble A revient a effectuer une
partition de A et a raisonner sur chacune des parties de cette partition.

Remarque: Dans certains cas, il pourra étre plus commode d’effctuer un recouvrement
de A plutot qu'une partition.

Exercices : 9 a 14 p. 35.

5.3 Raisonnement par récurrence

Rappelons la démarche a suivre lorsque ’on veut démontrer par récurrence une propriété
relative a un entier naturel.
La propriété P(n) a démontrer ayant été mise en évidence, la démonstration
par récurrence se déroule en deux étapes suivies d’une conclusion :

1. « Initialisation. » On repere un entier ng tel que P(ng) est vraie.
2. « Hérédité. » On démontre que, pour tout entier n > ng, on a I'implica-
tion
(P(n) = P(n+1)).

Conclusion : des deux points précédents, on déduit que, pour tout entier n > ny,
P(n) est vraie.

5.3.1 Exemple

On sait que la fonction sinus est indéfiniment dérivable sur R, c’est a dire dérivable
jusqu’a un ordre quelconque. Démontrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, la
dérivée n-ieme de la fonction sinus est définie sur R par

sin™ (z) = sin (x + ng) .

— Etape préliminaire : on met en évidence la propriété a démontrer.
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Pour tout entier n > 1, on note P(n) la propriété a établir:

: _ s
pour tout = € R, sin™(z) = sin (x + nE) .
— Initialisation : on vérifie la propriété P(1).
Pour tout = € R, sin’(z) = cos(z). Or sin®(x) = sin’(z) et sin (:L‘ + g) = cos(z). On
a donc

pour tout z € R, sin®(z) = sin <x +1x g)

ce qui établit la propriété P(1).
— Hérédité : on considere un entier n > 1 et, pour cet entier, on démontre I'implication
(P(n) = P(n+1)).

’ Rédaction Commentaires ‘
Soit un entier n > 1. On considere donc un entier naturel quel-
conque n > 1.
On suppose que On suppose que, pour cet entier, P(n)

est vraie. L’hypothese P(n) est applé hy-

™ p
pour tout z € R, sin™ (x) = sin (x + n§> pothese de récurrence.

D’apres 'hypothese de récurrence, la fonc- | On démontre alors P(n + 1).

tion dérivée n-ieme sin™ est composée de
T

la fonction affine u : z — = + ny et de

la fonction sinus. Pour tout z € R, on a
donc

sin™* ) (z) = (sin(”))/(a:)
= u'(x) x sin’ <a: + ng)

c’est-a-dire

sin™*)(z) =1 x cos <x + nz)

2
avec On utilise la formule sin(f 4 5) = cos()
- - vérifiée par tout nombre 6.
oS <x + n—) = sin (m +n—+ —>
2 2 2
= sin (a: + (n+ 1)%)

donc finalement

sin™* () = sin (ZB + (n+ 1)%) :

Autrement dit, on a établi P(n + 1).
— Conclusion: On a établi P(1) et, pour tout entier n > 1, limplication

(P(n) = P(n+1)). On en déduit que, pour tout entier n > 1, P(n) est vraie.
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5.3.2 L’initialisation: une étape essentielle

Dans I'exemple qui suit, on s’intéresse, pour n € N*, a la propriété 2" < n!, que I'on note
P(n).

— Démontrons d’abord que cette propriété est « héréditaire »: On considere un

entier n > 1 et, pour cet entier, on démontre l'implication (P(n) = P(n + 1)). Pour
cela, on suppose P(n) et on démontre P(n + 1).
Par hypothese de récurrence, on a 2" < n!. De plus, 1 < n donc 2 < n+1. On multiplie
membre a membre les inégalités 2" < n! et 2 < n + 1 (qui portent sur des nombres
tous positifs). On obtient 2" x 2 < n! x (n + 1), cest-a-dire 20D < (n + 1)!, ce qui
établit P(n + 1).

— On se propose maintenant de déterminer les entiers n > 1 tels que 2" < n!.

D’apres ce qui précede, on peut écrire les implications suivantes :
(P(1) = P(2)), (P(2) = P(3)), (P(3) — P(4)), (P(4) — P(5)) ...
Mais rappelons que le fait que I'implication (P(1) = P(2)) soit vraie ne prouve pas
que P(1) est vraie.
On est donc obligé de tester la propriété P(1). Et dans cet exemple, P(1) est fausse.
En effet, on a 2! > 11.
Mais le fait que I'implication P((1) = P(2)) soit vraie et que P(1) soit fausse n’im-
plique pas que P(2) est fausse. On est obligé de tester la propriété P(2). Elle est fausse,
en effet, 22 > 2!,
On est donc amené & tester la propriété P(3). Elle est fausse, car 23 > 3!.
On espere trouver un « premier » entier ng tel que P(ng) soit vraie. Sinon, on ne peut
pas utiliser le fait que la propriété est hériditaire. C’est la phase « initialisation » de la
démonstration par récurrence.
Dans cet exemple, ng = 4. En effet, 2* < 4! donc P(4) est vraie. On peut alors utiliser
I’hérédité de la propriété:
— puisque P(4) est vraie, I'implication (P(4) = P(5)) prouve que P(5) est vraie;
— puisque P(5) est vraie, 'implication (P(5) = P(6)) prouve que P(6) est vraie,
etc.
Ces implications successives permettent de prouver que, pour tout entier n > 4, P(n)
est vraie.

Dans cet exercice, on a démontré par récurrence que, pour tout entier n > 4, 2" < nl.

La propriété est héréditaire a partir du rang 1, mais on ne peut faire « fonctionner » cette
hérédité qu’a partir d’'un rang ng (ng > 1) ou la propriété est vérifiée. On comprend bien
le role essentiel et complémentaire des deux étapes: « initialisation » et « hérédité » d’une
démonstration par récurrence.

5.3.3 L’hérédité: une rédaction a soigner

Dans l’exemple qui suit, on considere une suite (u,,) définie par la donnée de son premier
terme uy = 1 et de la relation, pour tout entier n > 0, u,+1 = 10u, —9n — 8. On a demandé
aux éleves de démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 0, on a u, =n + 1.

Voici un extrait de copie:
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Je réalise une démonstration par récurrence.

— Initialisation : la propriété est vraie a l'ordre 0. En effet, pourn =0, ug =1=0+ 1.
— Hérédité : on suppose que, pour tout entier n >0, on a u, =n+ 1.
On a alors
Ups1 = 10U, =9I —8=10n+1) —9In—8=n+2

ce qui établit la propriété a 'ordre n + 1.
— Conclusion : on a démontré par récurrence que la propriété u, = n + 1 est vraie pour
tout entier n > 0.

L’éleve fait une erreur grave de logique dans la partie hérédité, en supposant la propriété
vraie pour tout entier n, alors que c’est justement ce qu’il faut démontrer! Il s’agit en fait
d’établir que, pour tout entier n > 0, on a I'implication (P(n) = P(n + 1)). Pour cela, il
faut suivre les consignes successives suivantes :

1. Considérer un entier n > 0 (quelconque).

2. Supposer que la propriété est vérifiée par cet entier n (I'hypotheése de récurrence ne
porte que sur lentier n considéré).

3. Démontrer alors que la propriété est vérifiée par I'entier suivant, a savoir n + 1.

La rédaction aurait donc di étre: « Soit un entier n > 0. On suppose que u, = n + 1.
On démontre alors que u,+1 = (n+ 1)+ 1. »

5.3.4 Récurrence ou pas?

Dans I'exemple qui suit, pour tout entier n > 1, on note S, la somme des n premiers
entiers naturels non nuls:

Sp=1+2+3+ - +n.

On a demandé a un éleve de démontrer que, pour tout entier n > 1,

n(n+1)
n - 5 -
2
Voici 'extrait de sa copie:
Je réalise une démonstration par récurrence.

— Initialisation : la propriété est vraie a 'ordre 1. En effet, pour n = 1, §; = 1 et
1(1+1)
5 =
— Hérédité : Soit un entier n > 1. On suppose que la propriété est vraie au rang n.
On a alors
Snt1 = 1 + 2 4+ - + n + (n+1)
Spr1 = (m+1) + n + -+ + 2 + 1

En ajoutant membre a membre ces deux égalités, on obtient

2S5, =n+2)+(n+2)+---+(n+2)+ (n+2).
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Cette somme comportant n + 1 termes, on obtient
25n41 = (n+1)(n+2)
c’est-a-dire

(n+1)(n+2)
2

SnJrl =
ce qui établit la propriété a ordre n + 1.
— Conclusion : on a démontré par récurrence que la propriété

~n(n+1)
Sy = 5

est vraie pour tout entier n > 1.

L’éleve est persuadé de faire une démonstration par récurrence. En fait, ce n’en est
pas une. En effet, il établit que la propriété est vraie au rang n + 1 directement, c’est-a-dire
sans utiliser I’hypothese de récurrence. Les solutions ci-apres montrent la différence entre une
démonstration par récurrence, qui nécessite une étape d’initialisation et une étape d’hérédité,
et une démonstration qui se fait directement en une seule étape.

Solution utilisant une démonstration par récurrence

— Initialisation: la propriété est vraie a l'ordre 1. En effet, pour n = 1, S; = 1 et
1(1+1) .
5 =1.

— Hérédité: Soit un entier n > 1.
On suppose que la propriété est vraie au rang n, c¢’est-a-dire que

n(n—i—l).

Sp = 5

On a
Spr1=142+34+--+n+n+1)=5,+(n+1).

On obtient donc

n(n+1)

5 +(n+1)

SnJrl =

c’est-a-dire

Sni1 = (n+1) (g + 1)

ou encore
(n+1)(n+2)

2

Sn—l—l -

ce qui établit la propriété a 'ordre n + 1.
— Conclusion : on a démontré par récurrence que la propriété
n(n+1
5= 1)

est vraie pour tout entier n > 1.
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Solution utilisant une démonstration directe Soit un entier n > 1. On a

Sn = 1 + 2 + - + (n—=1) + n
Sp, = n 4+ (n—1) + - + 2 + 1

En ajoutant membre a membre ces deux égalités, on obtient
28y =m+1)+n+1)+--+(n+1)+(n+1).

Cette somme comportant n termes, on obtient

25, =n(n+1)
c’est-a-dire ( )
n(n +
S, = ——=.
2

Cet exemple montre que, parfois, une démonstration directe est plus simple qu'une dé-
monstration par récurrence.

En revanche, dans I’exemple du 5.3.1, il semble difficile de calculer directement la dérivée
n-ieme de la fonction sinus sans connaitre la dérivée précédente, d’ordre n — 1. Le recours a
une démonstration par récurrence s’imposait.

5.3.5 Choix de la propriété a démontrer: quelques exemples plus difficiles

Dans les exemples précédents, I’hérédité consistait a établir, a partir d’un certain rang
ng, Uimplication (P(n) = P(n + 1)). Parfois, le passage du rang n au rang n + 1 s’avere
difficile. 11 est alors nécessaire de modifier la propriété P(n).

Exemple 1. On considere la suite (u,,) définie par la donnée de son premier terme ug = 1
et de la relation, pour tout entier n > 0, w, 11 = ug + ug + - -+ + Uy,.
On se propose de démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 0, on a

Uy < 27,
Pour tout entier n > 0, on note P(n) la propriété a établir, a savoir u, < 2".

— Dans un premier temps, essayons de démontrer I’hérédité de la propriété P.
On considere un entier n > 0.
On suppose P(n), c’est-a-dire u,, < 2". On essaye alors de démontrer P(n + 1), c’est-
a-dire u, 4 < 27
Ayant u, 1 = ug + uy + ug + - - - + uy,, on voit bien que '’hypothese u,, < 2™ n’est pas
suffisante pour établir u,,; < 2"*!. Il serait préférable que ’hypothése porte sur les
termes ug, U1, ..., u,. Ceci nous amene a modifier la propriété que nous allons établir
par récurrence.

— Pour tout entier n > 0, on note Q(n) la propriété « P(0) et P(1) ...et P(n) ».

— Initialisation : on vérifie Q(0), c’est-a-dire P(0). On a ug = 1, donc uy < 2°.
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— Hérédité : on considere un entier n > 0. On suppose que Q(n) est vraie. Autrement
dit, P(0), P(1) ...et P(n) sont vraies.
On démontre alors que Q(n + 1) est vraie, c’est-a-dire que P(0), P(1) ... P(n) et
P(n + 1) sont vraies. En fait, d’apres I’hypothese de récurrence, P(0),
P(1) ... P(n) sont vraies. Pour établir Q(n + 1), il suffit d’établir P(n + 1).
L’hypothese de récurrence est formée des inégalités:

uy <20 uy <21 uy <22 .. u, <27

En additionnant membre a membre ces n+ 1 inégalités, de méme sens, on obtient

Up+urFus - tu, <1+2+22 4+ 42"

donc
1 — 2n+1
Uppl < ————
nt 1-2
ou encore

Upypy < 21— 1.

De cette derniere inégalité, on déduit
Ups1 S 27”L+1

ce qui établit P(n + 1) et donc Q(n + 1).

— Conclusion: ayant établi Q(0) et, pour tout entier m > 0, I'implication
(Q(n) = Q(n + 1)), on a donc démontré par récurrence que, pour tout entier
n >0, Q(n) est vraie.
Or Q(n) est la propriété « P(0) et P(1) ...et P(n) ». On a donc (Q(n) = P(n))
et, @(n) étant vraie, on en déduit que P(n) 'est aussi.
Finalement, on a démontré que, pour tout entier n > 0, u,, < 2".

Exemple 2. On considere la suite (u,) définie par la donnée des deux premiers termes

ug = 0, uy = 1 et de la relation, pour tout entier n > 1, u,y 1 = 4, — 3u,_1.

3" —1
5

On se propose de démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 0, on a u,, =

3" -1
Pour tout n > 0, on note P(n) la propriété a établir, a savoir u,, = B

La relation u, 1 = 4u, — 3u,_; montre qu’en supposant la propriété vraie aux rangs n—1
et m, on pourra la démontrer au rang n + 1, a condition toutefois que I'entier naturel n soit
supérieur ou égal a 1 (a cause de l'indice n — 1 qui doit étre positif).

On introduit done, pour tout entier n > 1, la propriété « P(n—1) et P(n) » notée R(n).
On démontre par récurrence que, pour tout entier n > 1, R(n) est vraie.

— Initialisation : on vérifie R(1), c’est-a-dire P(0) et P(1).
0

2

On a uy = 0 donc uy = , ce qui établit P(0).
3 -1

2

On vérifie également P(1). On a u; = 1, donc uy =
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— Hérédité : on considere un entier n > 1.
On suppose que R(n) est vraie, c’est-a~dire que P(n — 1) et P(n) sont vraies.
On démontre alors que R(n+1) est vraie, c¢’est-a-dire que P(n) et P(n+1) sont vraies.
En fait, d’apres 'hypothese de récurrence, P(n) est vraie. Ainsi, pour établir R(n+ 1),
il suffit d’établir P(n + 1).
L’hypothese de récurrence est formée des deux égalités:
3t —1 3" —1

un,lzTetun: 9

On en déduit que

3" — 1 3l — 1
n1 = 4y — Bup_g =4 —3( =
=t =1 (557) -0 (557)

c’est-a-dire, apres calculs,

3n+1 —1
Unt1 = —5
ce qui établit P(n + 1) donc aussi R(n + 1).

— Conclusion: ayant établi R(1) et, pour tout entier n > 1, Iimplication
(R(n) = R(n + 1)), on a donc démontré par récurrence que, pour tout entier n > 1,
R(n) est vraie.

Or, R(n) est la propriété « P(n — 1) et P(n) ». On a donc (R(n) = P(n)) et, R(n)
étant vraie, on en déduit que P(n) lest aussi. On a donc démontré que, pour tout
entier n > 1, P(n) est vraie.

Or, on a vu que P(0) est vraie. Finalement, on a démontré que, pour tout entier n > 0,
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Exercices : 15 et 16 p. 36.

6 Exercices

6.1 Enoncés

Exercice 1 Considérons une réunion d’amis autour d’un buffet. Notons G [’ensemble des
amis et P [’ensemble des plats proposés. Associer les phrases mathématiques 1, 2, 3, 4, 5, 6
aux phrases en Francais a, b, ¢, d, e, f:

Pour tout x € G, pour tout p € P, x mange p.

1l existe x € G tel que pour tout p € P, x mange p.
Pour tout x € G, il existe p € P tel que x mange p.
Pour tout p € P, il existe x € G tel que x mange p.
1l existe p € P tel que pour tout x € G, x mange p.

SRR NCIE I

1l existe p € P et il existe x € G tel que x mange p.
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a. Quelqu’un gotte a tous les plats.

b. Tous les plats sont entamés.

c. Chacun gotte a chaque plat.

d. Il y a au moins une personne qui ne jeune pas.
e. Personne ne jeune.

f. 1l y a un plat qui fait 'unanimité.

Exercice 2 Parmi les phrases suivantes, quelles sont celles qui signifient que f est constante
sur R?

1. Pour tout = € R, il existe ¢ € R tel que f(x) = c.

Il existe ¢ € R tel que pour tout x € R, f(z) = c.
Il existe ¢ € R tel que pour tout t € R, f(t) = c.
Pour tout x € R, f(z) = f(0).
Pour tout © € R, il existe y € R tel que f(x) = f(y).
Il existe y € R tel que pour tout z € R, f(x) = f(y).
Pour tout x € R, f(z+ 1) = f(x).
Pour tout x € R, pour tout y € R, f(x)
Pour tout y € R, pour tout x € R, f(x)

fy
f(y).

Exercice 3 Déterminer ’ensemble des nombres réels x tels que 'on ait:
1. |l +2[<3etx>0;
2. v +2/ <3 oux>0.

~—

© % NS G o

Exercice 4 Déterminer [’ensemble des nombres réels x tels que 'on ait :
et =32 +2x+1=0etaz?—52+6=0.
Exercice 5 Trouver la solution imaginaire pure de [’équation
23— (34 4i)2% — 6(3 — 2i)z + 72i = 0.

Exercice 6 Etant donnée une fonction [ définie sur R, on considere les énoncés suivants :
P : f est majorée par 2, c’est-a-dire pour tout x € R, f(x) <2;

Q : f est minorée par —1.

Indiquer, parmi les fonctions suivantes, celles qui vérifient P, Q, (P et Q):

1. f(z) =3sin(z) — 1;

Exercice 7 On considere ['implication suivante, vraie dans R :
(x>1) = (@*>1) (5)

Ecrire des formulations de cet énoncé utilisant :
1. Si...alors ...
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2. Pour que ...l suffit ...
3. Pour que .. .1l est nécessaire que . ..

L’ implication réciproque de (5) est-elle vraie ?

Exercice 8 L’énoncé suiwant est un théoreme admis en classe de premiére : étant donnés
f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et xo un élément de I, « f admet un
extremum en o » implique « f'(xg) =0 ».

Ecrire des formulations de cet énoncé utilisant :

1. Si...alors ...

2. Pour que ...l suffit ...

3. Pour que .. .1l est nécessaire que . ..

L implication réciproque est-elle vraie ?

Exercice 9 A, B et C désignent des parties d’un ensemble E.

1. Démontrer l’équivalence (A C B) <= (AN B = A).
Indication : on démontrera successivement les deux implications.

— On supposera que A C B et on montrera que AN B = A. Pour cela, on justifiera
les deuz inclusions ANB CAetAC ANB.

— On supposera que AN B = A et on démontrera que A C B.
2. Démontrer l’équivalence (A C B) <= (AU B = B).

Exercice 10 E est un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E. On note A\ B le
sous-ensemble de E formé des éléments qui appartiennent a A et n’appartiennent pas a B.
Autrement dit :

A\ B=AnCgB.

1. Montrer que
A\ B=C(A(ANB).

2. Dans le cas ou A\ B et B sont non vides, montrer que A\ B et B forment une partition
de AU B.

Exercice 11 Résoudre dans R ["inéquation vVx —1 > x — 4.
Exercice 12 Résoudre dans R l'inéquation v x? — bx + 6 < 2x — 3.

Exercice 13 Dans le plan muni d’un repere, déterminer et représenter l’ensemble des points
M (x,y) dont les coordonnées vérifient |x| + |y — 1| = 2.

Exercice 14 A, B et C désignent des parties d’un ensemble E. Démontrer ['implication
(ANBCANC et AUBC AUC)= BCC.
Indications : on supposera que (ANB C ANC et AUB C AUC). Pour montrer que B C C,

on prendra un élément x quelconque de B. On démontrera qu’il appartient a C dans chacun
des deux cas v € A et x & A.
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Exercice 15 Soit x un nombre réel positif ou nul. Démontrer que, pour tout entier n > 1,
on a l'inégalité (1 + x)™ > 14 nx par les trois méthodes suivantes :

1.
2.
3.

En utilisant une démonstration par récurrence.
En utilisant la formule du binome de Newton.

En utilisant les variations d’une fonction auziliaire bien choisie.

Exercice 16 On considére la fonction f définie sur l'intervalle | — 1;+o0[ par

f(z) =In(z +1).

Démontrer que le fonction f est indéfiniment dérivable sur lintervalle | — 1;+o00]| et déter-
mainer, pour tout entier n > 1, l’expression de sa dérivée n-ieme.

6.2

Corrections

Exercice 1 Réponses: 1c; 2a; 3e; 4b; 5f; 6d.

1: la phrase ¢ est synonyme de « toutes les personnes goutent a tous les plats. »
2 et 4 different par 'ordre des quantificateurs.
— Dans 2, on introduit z avant p, donc la personne z est la méme pour tous les plats
p: elle gotite a tous les plats.
— Dans 4, on introduit p avant z, donc la personne x qui mange le plat p dépend de
p: tous les plats sont entamés, mais par des personnes qui peuvent étre différentes.
3 et 5 different par I'ordre des quantificateurs.
— Dans 5, on introduit p avant z, donc le plat p est le méme pour toutes les personnes
x: il fait 'unanimité!
— Dans 3, on introduit z avant p, donc le plat mangé dépend de la personne x qui
le mange, mais toutes les personnes x mangent un plat: aucune ne jetine.

6: les deux quantificateurs étant identiques, leur ordre n’a aucune importance. La
phrase 6 revient a « il existe z € G et il existe p € P tel que x mange p », ¢’est-a-dire:
« il existe au moins une personne qui mange quelque chose. »

Exercice 2 Réponses: 2;3;4;6;8;09.

1.

Dans cette phrase, pour chaque nombre z, on peut trouver ¢ tel que f(z) = c. ¢ peut
donc dépendre de x. La propriété 1. est vérifiée par toutes les fonctions définies sur R.

. Au contraire, ici, ¢ est introduit avant x et est donc le méme pour tous les z : la fonction

est constante.

Les phrases 2. et 3. sont les mémes. Changer le nom d’une variable ne modifie pas la
propriété énoncée. On dit que les variables = et ¢ sont muettes.

Posons ¢ = f(0). f est la fonction constante qui a tout x associe le nombre réel c.

De meéme qu’au 1., la propriété 5. est vérifiée par toute fonction définie sur R: pour
chaque nombre z, on peut choisir y = .

Prenons un nombre réel y tel que pour tout = € R, f(z) = f(y). Posons ¢ = f(y). f est
la fonction constante qui a x associe le nombre réel c.
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7. La propriété dit que la fonction f est périodique et a pour période 1. C’est le cas,
par exemple, de la fonction f : x — sin(27x) et cette fonction n’est pas constante,
puisque f(0) = 0 et f (%) = 1. Il faut veiller a ne pas confondre la définition d’une
fonction constante avec celle d’une suite constante.

8. En particulier pour y = 0, on retrouve 4.

9. Les quantificateurs sont identiques, leur ordre n’a pas d’'importance, donc les phrases
8 et 9 signifient la méme chose.

Exercice 3

1. Pour tout z € R, I’énoncé
(le+2] <3etxz>0)

signifie
(-3<z+2<3etz>0)
signifie
(-5 <z <letz>0)
signifie

O<z<l1.

L’ensemble cherché est ]0; 1].

2. Pour z € R, I’énoncé
(lt+2| <3oux>0)
signifie
(-5<x<louzx>0)

Donc 'ensemble cherché est [—5; +o0].

Exercice 4 On doit trouver les solutions communes aux équations
ot =32 +ax+1=0et2?—52+6=0.
On résout la plus simple des deux, 22 — 5z + 6 = 0, dont les racines sont 2 et 3.
2! —3x2242+1=7

3*—-3x324+3+1=058

Ni 2 ni 3 ne sont solutions de #* — 322 + 2+ 1 =0, donc S = 0.
(L’erreur & ne pas commettre serait de tenter de résoudre 'équation z* — 322 +x+1 =0 en
premier. )
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Exercice 5 Cherchons cette solution sous la forme z = yi ou y est réel.
yi est solution de I’équation

23— (34 41)2 —6(3—2i)z+ T2 =0
si et seulement si
(yi)* — (34 4i)(yi)* — 6(3 — 24)(yi) + 72i = 0.
En développant cette expression, on obtient :
3y — 12y + (= +4y? — 18y +72)i =0
ce qui est équivalent a

3P — 12y =0et —y +4y* — 18y + 72 = 0.

On résout la plus simple de ces deux équations, ici la premiere. Ses solutions sont 0 et 4.
On ne cherchera pas a résoudre la seconde: on cherche si 0 ou 4 est solution de cette
équation.
0 n’est pas solution de cette seconde équation (72 # 0).

4344 x4 —18x4+T72=0

4 est solution de la seconde équation, donc 47 est solution de
25— (3 +4i)2* — 6(3 — 2i)z + 72i = 0.
Exercice 6
1. Soit x un réel quelconque. Comme

—1 <sin(z) <1

on a
—4 < f(z) <2
donc f vérifie P.
Par ailleurs, il existe uy € R tel que f(ug) < —1. Par exemple, uy = —g. Donc f ne

vérifie par Q).
Il en résulte que f ne vérifie pas (P et Q).
2. Soit x un réel quelconque.
2
Comme —1 < 2, f vérifie Q.
2 < f(x) donc f ne vérifie pas P.
f ne vérifie pas (P et Q).
3. Soit x un réel quelconque.
f(x)=(z—2)*+1.
1 < f(x), a fortiori f(z) > —1, d’ou f vérifie Q.
f ne vérifie pas P. En effet, par exemple, f(4) > 2.
Donc f ne vérifie pas (P et Q).
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4. Par définition, pour tout x € R:
E(x) <z < E(zx)+1

c’est-a-dire

Donc, pour tout z € R, on a

Donc f vérifie (P et Q).

2 e

—_— o ——

La fonction partie entiere La fonction  — x — E(x)

Exercice 7 Pour tout x € R,
1. Si (z > 1), alors (z* > 1).
2. Pour que (22 > 1), il suffit que (z > 1).
3. Pour que (z > 1), il est nécessaire que (x? > 1).
L’implication réciproque de (5) est fausse dans R.
Notons P I’énoncé (z > 1) et Q I'énoncé (2% > 1).
xg = —1 vérifie I’énoncé () mais ne vérifie pas I’énoncé P.
Donc () = P est fausse.

Exercice 8
1. Si f admet un extremum en xq, alors f’(zq) = 0.
2. Pour que f'(zg) = 0, il suffit que f admette un extremum en x.
3. Pour que f admette un extremum en z, il est nécessaire que f’(xy) = 0.

L’implication réciproque est: « f'(xg) = 0 » implique « f admet un extremum en xy ».
Cette implication est fausse: choisissons par exemple pour f la fonction cube et pour zq le
réel 0. On a f'(xg) = 3 x 02 = 0. L’énoncé « f'(xg) = 0 » est vrai et 'énoncé « f admet un
extremum en xg » est faux.
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Exercice 9

1. On suppose que A C B. Montrons que ANB = A, c’est-a-dire A C ANBet ANB C A.

— Soit « € A. L’inclusion A C B prouve que x € B et donc que x € AN B. On en
déduit que A C AN B.

— D’autre part, les éléments de A N B sont les éléments communs & A et B, en
particulier AN B C A.
— Finalement, A = AN B.

Réciproquement, on suppose que A N B = A. Montrons que A C B.

Soit x € A. Prouvons que = € B.

L’égalité A = AN B montre que x € AN B, c’est-a-dire (z € A et z € B). On a donc
xr € B.

On a démontré que A C B.

2. On suppose que A C B. Montrons que AUB = B, c’est-a-dire AUB C Bet B C AUB.

— Soit x € AU B. Prouvons que = € B.
Ona(xr € Aouxz € B).
Premier cas: x € A.
L’inclusion A C B impose alors = € B.
Second cas: = ¢ A.
Comme = € AU B, alors x € B.
Dans tous les cas, © € B.
On a démontré que AU B C B.

— Les éléments de A U B sont ceux qui appartiennent a A ou a B. On a donc
BCAUB.

— Finalement, AU B = B.

Réciproquement, on suppose que A U B = B. Montrons que A C B.
Soit x € A. Dans ce cas, v € AU B, c’est-a-dire z € B.
On a montré que A C B.

Exercice 10 Montrons que A\ B C C4(ANB) et C4(ANB) C A\ B.

1. — Soit z € A\ B. Prouvons que x € C4(AN B).
Puisque = € A\ B, on peut écrire que z € A et z ¢ B.
Le fait que x € B entraine que x ¢ AN B.
Finalement, r € A et x € AN B, c’est-a-dire # € C4(AN B).

— Soit # € C4(A N B). Prouvons que z € A\ B.
Puisque 7 € C4(ANB), alors v € Aet v ¢ AN B.
Montrons par 'absurde que x ¢ B. Pour cela, supposons que = € B.
Alors (z € Aet x € B), donc x € AN B, ce qui est contradictoire. On en déduit
que x ¢ B.
Orz € A, doncx € A\ B.
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2. On suppose que A\ B et B sont non vides.
On doit montrer d'une part que (A\ B)NB = () et d’autre part que (A\B)UB = AUB.

— Montrons par I’absurde que (A \ B) N B = (). Pour cela, supposons qu’il existe
re(A\B)NB. Alors x € A\ B et x € B, cest-a-dire

r€Aetx g Betx €B,

ce qui est impossible.
Finalement, un tel x n’existe pas, donc

(A\ B)n B = 0.

— Prouvons que (A\ B)UB = AU B.
On procede par double inclusion, c’est-a-dire que I’'on montre que

(AN\B)UBCAUBet AUBC (A\ B)UB.

L’inclusion A\ B C A implique que (A\ B)UB C AU B.

Soit z € AU B. Alors (z € A ou z € B). On procede par disjonction de cas:
Premier cas: z € B. Alors x € (A\ B) U B.

Second cas: x ¢ B. Alors x € A, c’est-a-dire z € A\ B, a fortiori x € (A\ B)UB.
On a établi I'inclusion AU B C (A '\ B) U B et par suite ’égalité entre ces deux
ensembles.

Exercice 11 +/x — 1 existe pour = € [1;400[. En conséquence, ’étude de 'inéquation se
fera sur [1; +o0].
Pour z € [1; +o00[, Vo — 1> 0.
Procédons par disjonction de cas sur [1;400[:
Premier cas: 1 <z < 4.
Alors z — 4 < 0. L’inéquation est vérifiée, puisque vx — 1 > 0.
Tout élément de l'intervalle [1; 4] est solution.
Second cas: x > 4.
Les deux membres de I'inéquation sont positifs. La fonction carré étant strictement croissante
sur R, on en déduit que I'inéquation est équivalente a

(Vo —1)" > (z —4)2
ce qui, apres simplification, donne
—2? 4+ 9z — 17 > 0.
9— V13 9413
2 2 '

Le domaine d’étude dans ce cas étant [4; +oo[, on en déduit que les solutions sur [4; +0o0]

PEERUE
2

Cette inéquation est vérifiée pour x dans [

sont les éléments de

L9+ VI3

Finalement, ’ensemble des solutions est |1; 5
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Exercice 12 Pour que v/22 — 5z + 6 soit défini, il faut que 22 — 5z + 6 > 0.
22 — 5z + 6 est un polynéme du second degré, de racines 2 et 3. Le domaine de définition
est donc
D =] — 00; 2] U [3; +00].

On va scinder 1’étude en deux parties, selon le signe de 2x — 3.

3 3
Premier cas: x € D et z < 2’ autrement dit xz € } —00; 5 [

Alors 2x — 3 < 0. Puisque vx2 — 5z + 6 > 0, 'inéquation vx? — 5z + 6 < 2z — 3 n’est pas

3
vérifiée. Elle n’a pas de solution dans ] —00; 5 [

3 3
Second cas: x € D et x > 3 autrement dit z € 5; 2| U]3; 400l

Les deux membres de I'inéquation sont positifs. La fonction carré étant strictement croissante
sur R, I'inéquation est équivalente a

2
<\/x2 —br + 6) < (22 —3)?
ce qui, apres simplification, donne
0 < 32% — Tz + 3.

Cette inéquation est, dans R, vérifiée pour

7—¢ﬁ]u

xr e

—0OQ;

6 6

7+ V13 [
;o0 .

Or % ~ 0,56 et

3
Le domaine d’étude de ce second cas étant {5, 2] U[3; +oo[, on en déduit que les solutions

T+VI3
6 Y

7—+/13 7+ 13
= L6

3
de I'inéquation sur {5, 2] U [3; +00] sont les éléments de U [3; 400

Finalement, puisque I’étude du premier cas n’a abouti a aucune solution, I’ensemble des
solutions de l'inéquation proposée est :
7+v13
—5 2| U

S = [3; +o00].

lz] =2 siz >0
|z] = —z stz <0.
ly—1=y—-1siy—-12>0
ly—1=1—-ysiy—1<0.

En raisonnant par disjonction de cas, on est amené alors, pour trouver l’ensemble des
points demandés, a distinguer les quatre cas suivants:

l.x>0ety—12>0;

Exercice 13 Rappelons que pour tout réel x, on a:

De ceci, on déduit que pour tout réel y, on a:
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2. 2<0ety—12>0;

3. x<0ety—1<0;

4. z>0ety—1<0.

Cas 1: On se place dans le quart de plan P, défini par z > 0et y —1 > 0.

|z| 4+ |y — 1| = 2 est alors équivalent & x +y — 1 = 2, c’est-a-dire y = —x + 3. On obtient
une équation réduite d’une droite D; dont on ne garde que les points situés dans le quart de
plan P;. On obtient le segment [AB].

Cas 2: On se place dans le quart de plan P, défini par x < 0Oet y —1 > 0.

|z| + |y — 1] = 2 est alors équivalent a —z +y — 1 = 2, c’est-a-dire y =  + 3. On obtient
le segment [BC].

Cas 3: On se place dans le quart de plan P; défini par z < 0et y — 1 < 0.

|z| +|y — 1] = 2 est alors équivalent & —x —y+1 = 2, ¢’est-a-dire y = —z — 1. On obtient
le segment [C'D].

Cas 4: On se place dans le quart de plan P, défini par z > 0et y — 1 < 0.

|z| + |y — 1| = 2 est alors équivalent a x —y + 1 = 2, ¢’est-a-dire y = x — 1. On obtient
le segment [DA].

L’ensemble des points cherchés est la réunion des segments [AB], [BC], [CD] et [DA],
c’est-a-dire le quadrilatere ABC'D :

3| B
1 A
-2 0 2

Remarque On aurait pu limiter cette étude a la partie du plan définie par x > 0 et
y — 1 > 0, en remarquant que les droites d’équation y = 1 et x = 0 étaient des axes de
symétrie pour I’ensemble des points cherchés.

Exercice 14 On suppose que (ANB C ANC et AUB C AUC). On démontre alors que
BccC.

Soit x € B. Prouvons que x € C.

On réalise une disjonction de cas selon que x est élément de A ou non.

— Premier cas: x € A.
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Puisque z € B,on ax € ANB. L’inclusion ANB C ANC prouve alors que z € ANC.
On en déduit que x € C.
— Second cas: x ¢ A.
Puisque = € B, on peut écrire que x € AU B. L’inclusion AU B C AU C prouve alors
que z € AUC, c'est-a-dire (z € A ou z € C).
Puisque = € A, on en déduit que = € C.
Finalement, on a prouvé que, pour tout = € E, (r € B = x € (). On a donc établi
I'inclusion B C C.

Exercice 15
1. Démonstration par récurrence. Soit x € R™.
— Pour tout entier n > 1, on note P(n) la propriété a établir :

(I+2z)" > 1+ nz.
— Initialisation. La propriété P(1) est vérifiée. En effet, on peut écrire:
(14+2)!'>1+1xaz.

— Hérédité. Soit un entier n > 1.
On suppose que P(n) est vraie, ¢’est-a-dire que (1 + x)" > 1 + nz. On multiplie
chaque membre de cette inégalité par le nombre réel positif 1 + z. On obtient

(14 2)"" > (1 +nz)(1 +2)
c’est-a-dire
(1+2)""' > 14 (n+ 1)z + na®.

Or nz? > 0, donc 1+ (n+1)x+nx? > 14 (n+1)z. Des deux inégalités précédentes,
on déduit que:
1+z)"" >1+(n+1)z
ce qui établit la propriété P(n + 1).
— Conclusion.
On a établi P(1) et, pour tout entier n > 1, 'implication (P(n) = P(n + 1)).
On en déduit que, pour tout entier n > 1, P(n) est vraie.

2. Démonstration en utilisant le binéme de Newton. Soit x € RT. Soit un entier
n > 1. La formule du bindéme de Newton donne:

(1+2)"=C01" +Cl1n e + C21" 22 + ... 4 CF1nFah 4o 4 (a2,
Puisque que 02 = 1 et 0} = n, on obtient :
(1+2)"=1+nz+C2?+. . +CFaF ... 4 Cram.

Le nombre z étant positif ou nul, la somme C22% + -+ + Ck2% + ... + ("2 formée de
termes tous positifs ou nuls, est positive ou nulle. Ceci établit 'inégalité

(14+2)" > 14 nax.
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3. Démonstration en utilisant les variations d’une fonction auxiliaire. On consi-
dere la fonction ¢ définie sur RY par

o) =1+2)" = (14 nx)

et on étudie ses variations dans le but d’obtenir son signe.

Pour tout = > 0, ¢'(z) =n [(1+2)"" —1].

1+z>1donc (1+z)"!>1""" donc ¢'(x) > 0.

La fonction ¢ est donc croissante sur I'intervalle [0; +oo[. Donc si z > 0, p(x) > ¢(0).
Or ¢(0) = 0, donc p(z) > 0, ce qui établit I'inégalité

(14+2)" > 14+ nax.

Exercice 16 Notons I 'intervalle | — 1; 00| et u la fonction x —— z + 1.

— Etudions les premieres valeurs de n afin d’émettre une conjecture.

Dérivabilité de f sur Calcul des dérivées successives
n sachant que u est dérivable sur [ sachant que v/ : x — 1
et a valeurs strictement positives
/
1
n=1 f=Inou f’:ﬂz_
‘ uoou
donc f est dérivable sur [
n=2 flzl f”:_i:_i
u u? u?
donc f’ est dérivable sur [
1 _ N 2
n=3 //:_E:_u 2 f’”:—(—2)u’u 3:E
donc f” est dérivable sur [
2x3
n=4 " =2u"3 SO =23t = -==
u
donc f” est dérivable sur [

— On peut donc conjecturer que, pour tout entier n > 1, f est dérivable a 'ordre n sur

I et
—1)!
(n) — -1 n—1 (n .
§o0 = (-
Notons P(n) cette propriété.

— Démontrons par récurrence que, pour tout entier n > 1, la propriété P(n) est vraie.

— La propriété P(1) est vérifiée. En effet, f est dérivable sur I et f' = % = (—1)05
(avec (—=1)°=1et 0! =1).

— Soit un entier n > 1.
On suppose que P(n) est vraie: f est donc dérivable a l'ordre n sur [ et

o = (cay =t Dy g,

uTL
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La fonction f™ est donc dérivable sur I et

fr = (—1)" Y (n = 1) x (—n)u/u
f(n+1) — (_1)nn| u*(nJrl)

!
- (_1) vl

f(n+1)

ce qui établit la propriété P(n + 1).
— Conclusion : on a établi P(1) et, pour tout entier n > 1,
I'implication (P(n) = P(n + 1)). On en déduit que, pour tout entier n > 1,
P(n) est vraie, c’est-a-dire f est dérivable a 'ordre n sur I et
00— (—pym-n (= 1!

u’I’L

ou encore, pour tout x €] — 1; 400/,
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